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Uber das Schwingersche Funktional in der Feldtheorie

Von KUrRT SYMANZIK
Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik, Gottingen

(Z. Naturforschg. 9 a, 809—824 [1954]; eingegangen am 15. Mai 1954)

Das Schwingersche Funktional dullerer Quellen und mit diesem eng zusammenhingende
Funktionale sind die erzeugenden Funktionale der Matrixelemente zeitlich geordneter
Operatorenprodukte und anderer Funktionensysteme, welche verschiedene Autoren aus
diesen Matrixelementen abgeleitet haben. Die Schwingerschen Funktionalgleichungen
sind den unendlichen Gleichungssystemen fiir diese Funktionen dquivalent. Sie kénnen
durch funktionale Fourier-Transformation gelost werden. Die so gewonnene Darstellung
des Schwingerschen Funktionals stellt die Ubertragung des Feynmanschen ,,path integral**
auf quantisierte Felder dar. Eine formale Auswertung des Integrals liefert die formale Auf-
summierung der Dysonschen S-Matrix-Entwicklung. Andere Naherungsmethoden wer-
den diskutiert. Praktisch brauchbar scheint nur die Sattelpunktmethode, welche bei An-
wendung auf Oszillatoren die Korrespondenzrelation zwischen Energiestufen und klassi-
schen Frequenzen liefert. Die Integration iiber unendlich viele Variable kann auch durch
eine Integration tiber endlich viele Variable angenadhert werden, was der Beriicksichtigung
nur endlich vieler Platze in einer Besetzungsdarstellung entspricht. So kénnen in jeder
Naherung endliche Resultate erhalten werden; die Probleme des Grenziibergangs zu un-
endlicher Variablenzahl werden nicht diskatiert. Mittels Funktionalen nur auf einer raum-
artigen Flache verteilter Quellen wird eine geschlossene Darstellung der neuen Tamm-
Dancoff-Methode gegeben, wobei auch die Randbedingungen einbezogen werden kénnen.
Die Anwendung dieser Darstellung auf anharmonische Oszillatoren fithrt zu einer Kritik
der neuen Tamm-Dancoff-Methode. Im Anhang sind Formeln fir die Integration uber den
Hilbert-Raum zusammengestellt.

tionalen rein raumlicher (oder nur auf einer raum-
artigen Flache definierter) Funktionen— und genii-
gen daher kovarianten Funktional-Differential-
gleichungen. Sie sind die erzeugenden Funktionale

ie Quantenfeldtheorie wird meist durch Ope-
Dratorgleiehungen definiert. Zur Behandlung
spezieller Probleme hat man zu einer geeigneten
Darstellung iiberzugehen. Heisenberg und Pauli?

fanden schon bei der ersten Formulierung der
Feldtheorie, dal eine geschlossene Darstellung
dieser Theorie die Verwendung von Funktionen un-
endlich vieler Variablen, also von Funktionalen,
erfordert. Dies ist eine unmittelbare Folge davon,
daB ein Feld als System von unendlich vielen Frei-
heitsgraden definiert ist. Die einfachste funktionale
Darstellung der Feldtheorie ist diejenige, in der
die hermiteschen Feldoperatoren diagonal sind,
das ist die durch ,,Schrédinger-Funktionale®. Eine
mit dieser eng verwandte Darstellung mit nicht-
hermiteschen diagonalen Operatoren wurde spéater
durch Fock? angegeben.

Schwinger? hat zur Herleitung der Gleichun-
gen fiir die ,,Greenschen Funktionen‘ der Feld-
theorie Funktionale vorgegebener Quellen benutzt.
Diese Funktionale raum-zeitlicher Funktionen sind
mehrzeitig — im Gegensatz zu den obigen Funk-

1W. Heisenberg u. W. Pauli, Z. Phys. 56, 1
[1929]; 59, 168 [1929].

2V. Fock, Phys. Z. Sowjet-Union 6, 428 [1934].

3J. Schwinger, Proc. Nat. Acad. Sci., Wash. 37,
452 u. 455 [19511.

zeitlich geordneter Operatorenprodukte ; die Funk-
tionalgleichungen sind den unendlichen Glei-
chungssystemen fiir diese Funktionen dquivalent.
Mit dem Schwingerschen Funktional eng zusam-
menhidngende Funktionale sind die erzeugenden
Funktionale bekannter anderer unendlicher Funk-
tionensysteme.

Die Schwingerschen Funktionalgleichungen las-
sen eine Auflosung durch funktionale Fourier-
Transformation zu. (Die Moglichkeit dieser Auf-
l6sung ist zuerst von Edwards und Peierls? an-
gegeben worden.) Die so erhaltenen Losungen sind
Integrale iiber den Funktionenraum und erweisen
sich als die Ubertragung des Feynmanschen
,,path integral*‘> von der Ein-Partikel-Theorie auf
die Theorie quantisierter Felder. Solche Integrale
sind als Integrale tiber abzahlbar unendlich viele
Variable aufzufassen und durch den Grenziiber-

¢ S.F.Edwards u.R.E. Peierls, Proc. Roy. Soc. A
224 24 [1954].

5 R.P. Feynman, Rev. Mod. Phys. 20, 367 [1948];
Phys. Rev. 80, 440 [1950]; 84, 108 [1951].

Dieses Werk wurde im Jahr 2013 vom Verlag Zeitschrift fir Naturforschung
@ ® @ in Zusammenarbeit mit der Max-Planck-Gesellschaft zur Férderung der
BY ND Wissenschaften e.V. digitalisiert und unter folgender Lizenz verdffentlicht:
Creative Commons Namensnennung-Keine Bearbeitung 3.0 Deutschland
Lizenz.

This work has been digitalized and published in 2013 by Verlag Zeitschrift
fiir Naturforschung in cooperation with the Max Planck Society for the
Advancement of Science under a Creative Commons Attribution-NoDerivs
3.0 Germany License.

Zum 01.01.2015 ist eine Anpassung der Lizenzbedingungen (Entfall der
Creative Commons Lizenzbedingung ,Keine Bearbeitung*“) beabsichtigt,
um eine Nachnutzung auch im Rahmen zukiinftiger wissenschaftlicher
Nutzungsformen zu erméglichen.

On 01.01.2015 it is planned to change the License Conditions (the removal
of the Creative Commons License condition “no derivative works”). This is
to allow reuse in the area of future scientific usage.



810

gang von endlich vielen Variablen her zu definieren.
Fiir eine gewisse Klasse solcher Integrale ist von
Friedrichs® die Existenz des Grenzwertes fiir die
Ausschopfung des Funktionenraumes durch be-
liebige vollstindige Orthogonalsysteme und damit
die Existenz des Integrals gezeigt worden. Ent-
wickelt man die Integranden der in unserem Fall
vorliegenden Integrale nach dem Kopplungspara-
meter, so lassen sich die einzelnen Glieder im eben
angegebenen Sinn ausintegrieren. Auf diese Weise
wird die Dysonsche Entwicklung der S-Matrix-
Elemente und Wellenfunktionen gleich in formal
aufsummierter Form erhalten. Auf diese Integra-
tion im Funktionenraum wird im Anhang einge-
gangen.

Eine von dem Abbrechen in der Entwicklung
nach einem Orthogonalsystem (,,Besetzungszahl-
darstellung‘‘ mit nur endlich vielen Platzen) ver-
schiedene Naherung fiir Funktionenraumintegrale
konnte die Sattelpunktmethode liefern, welche be-
reits von Morette? zur Auswertung von ,,path
integrals“ vorgeschlagen worden ist. Diese fiithrt
bei Anwendung auf das Integral fiir Oszillatoren
auf die Korrespondenzrelation zwischen Energie-
stufen und klassischen Frequenzen. Das allge-
meine Problem des Ubergangs von endlich vielen
zu unendlich vielen Freiheitsgraden und das damit
wohl eng zusammenhéingende der Divergenzen in
der Feldtheorie ist jedoch noch nicht gelost.

Geht man im Schwingerschen Funktional zu in
der Zeit -funktionsartigen Quellen iiber, so erhilt
man die erzeugenden Funktionale der in der
,,heuen Tamm-Dancoff-Methode benutzten ein-
zeitigen Wellenfunktionen, welche mit den oben
genannten ,,Schrodinger-Funktionalen® in ein-
fachem Zusammenhang stehen, ndmlich aus diesen
durch eine wieder formal ausfithrbare Integration
iiber den Hilbert-Raum zu gewinnen sind. Aus
diesem Zusammenhang lassen sich jedoch keine
Schliisse ziehen, da die ,,Schrodinger-Funktionale®
der Feldtheorie nicht zu existieren scheinen?®. Bei
Oszillatoren sind dagegen die Eigenschaften der
Schrodinger-Funktionen gut bekannt; man kommt
zu dem Schlufl, daBl die durch Anwendung der
neuen Tamm-Dancoff-Methode auf Oszillatoren?
in den ersten Ndaherungen erhaltenen Energieeigen-

8 K. O. Friedrichs, Commun. Pure Appl. Math.
4, 161 [1951].

7C. Morette, Phys. Rev. 81, 848 [1951].

8 E.C.G. Stueckelberg, Phys. Rev. 81,130 [1951].
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werte beim Fortschreiten zu hoheren Naherungen
wahrscheinlich (dhnlich wie bei einer asymptoti-
schen Entwicklung) nicht zu den wahren . Eigen-
werten konvergieren.

1. Das Schwingersche Funktional und unendliche
Gleichungssysteme

Schwinger!® hat gezeigt, dafl die von ihm ein-
gefiihrten Funktionale der dufleren Quellen sich
auch als Matrixelemente zeitlich geordneter Ope-
ratoren auffassen lassen. Die folgende Unter-
suchung dieser Funktionale 1aBt sich auf Felder
beliebigen Typs ausdehnen; wir beschrinken uns
hier auf die pseudoskalare neutrale Mesonentheo-
rie mit der Lagrange-Funktion

L(z) = L(y (x),y (), 4 ())

=Ly@)—Hy(p @),y (@), 4@), @)
1@ =1 [7 @ 17— )w(x)]
1|t =) @y @]
t g A @) s A ) — - A @),
H, (v (@), y (2), 4 (2))
= —(3)04@ @ @ 75y @0+ 5 [ @,y @)

o %2

2

A(x)2—i—'A (x)"—%—TAA )

Durchweg wird die Heisenberg-Darstellung be-
nutzt. — Funktionale Abhangigkeit wird durch ge-
schweifte Klammern ausgedriickt.

J (x) ist eine vorgegebene pseudoskalare Quell-
verteilung, 7 (z) und 7 (z) sind vorgegebene, mit
sich selbst, miteinander und mit u (z) und v ()
antikommutierende spinorielle Quellverteilungen,
wobei wir zunidchst annehmen, daf} 7 (z) nicht die
zu 7 () adjungierte Funktion, sondern von 7 (x)
unabhingig sei. Fiir den durch die Integralglei-
chung

U(o’,a’)—l—i—zjdx(v]
+J (x

)+W() ()
(x))da U (0", 0")

H. Lehmann, Z. Naturforschg. Sa, 579 [1953]. — W.
Zimmermann, Nuovo Cim. 11, 43 [1954].

9W. Heisenberg, Nachr. Wiss. Gottingen 1953,
Nr. 8.

10J, Schwinger, Phys. Rev. 92, 1283 [1953].
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definierten Operator
U (o, a”)—Texp[z_[dx(n (@) + 9 () 75 (2)
+ J (x) A (2)) dx]
(¢’ und ¢” sind raumartige Flichen mit ¢, > t,,
T bedeutet die chronologische Ordnung im Sinne
von Wick!!) existiert fiir bei { -+ oo geniigend
stark verschwindende 7 (), 7(x) und J(x) der
Grenzwert
lim

te’ -+

teo” - —c0
Mit Eigenzustinden |a ) und |b) zum Energie-
impulsoperator P* und zum Nukleonenzahlopera-
tor @ bilden wir das Matrixelement

U(o',e")=U{n,n,J}.

NAL IN DER FELDTHEORIE

To {71, m, T} =<a | U {7, 0, J} | b).

Mit den Abkiirzungen
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2)

[ éVV y (@) do”, Hy, (y (2),y (), 4 (2))]
=M (¥ (@) y (@), 4 ()
und

[(Hy (y (2), 9 (2), 4 (2)), ! (@) 7, do]

=M (y (), y (v), 4 ()

gelten zufolge {2) und den kanonischen Vertau-
schungsrelationen die Funktional-Differentialglei-
chungen

s s 0 0 i .0 .0
__’(’V“ ax.,_m) T U Ty il 1 M ¥ 17 ,+’7 ] Tl T} =0, (32)
] o = [ 0 1)
o S\ . . > —0 o
; '<_’V”6 T U Ty 6J(x>)+’7 ] Tofin7}=0, @)
i - (’i D) @ )
{2 @ P "B @ ' " om0 " aJm) .
—Z(axv 3xv—%2) oJ (x) - K 5 +J(1') Tab{n:n: J}:O;
i *(~ ) (3¢)
sowie die Eigenwertbedingungen
(Pb_ a ab{n’n’ J}
.0 D) _ @ B . @ D) .
=Jde [n @ i@ T 1 e e T O e Sre ]Tab {0, 7},  (4a)
_ ) - 0 -
(@ — Q) Tan {7, 7, I} = [ d= [—71 @) 5@ 7@ 6_7;(::;_)] Top {77, 7} (4D)

(Die Differentialgleichungen sindvon Schwinger?
aus dem Wirkungsprinzip hergeleitet worden; die
Eigenwertbedingungen sind spezielle Fille einer
von Feynman!? angegebenen Gleichung.) Fiir
die funktionalen Ableitungen gilt dabei

P) P _
{1 @) =5 )]
P) ) 3 )
Z[—éJ(x)’J(x)]= (x—=x
sowie
9 _— 9 )
| 07 () ,n(x)1={ o7 () ’n(x)}
P) s 1.
z{dnw)’ Bgu) | v

11 G. C. Wick, Phys. Rev. 80, 268 [1950].

Ty {1_7, 7, J } ist das erzeugende Funktional zeit-
lich geordneter Operatorenprodukte-

{m,m, J}

’J - gltm+n lmn 5
T {1271, T} = ,,,,n_o I m!nl ®)
mit
Tlmn{"] n J} =1} e Slas
S @) .o @) J ) I (Ym)
-'tab(xl..z,]yl..ymlzl..z”)
7 (2,) . .9 (2) dy . . dy dy, . . dy,, dz .. dz,
und
(2 2 Yy Ym |2 2) (5a)
={a|Ty (x) .. p(@) AYy) - - AYm) P(2) - - w(2,) | b)

12 R.P. Feynman, Phys. Rev. 84, 108 [1951], GL1.(19).
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mit im Sinne von Wick!! zu verstehender 7'-
Ordnung. Setzen wir (5) in (3) und (4) ein, so er-
halten wir durch Zerlegung nach Potenzen von 7,
7 und J (das heifit durch Vergleich der Koeffizien-
tenfunktionen in Volterra-Reihen) die Differential-
gleichungen und Eigenwertbedingungen fiir die
durch (5a) definierten r-Funktionen!® (wir schlie-
Ben uns durchweg der Bezeichnungsweise von
Freese und Zimmermann an). Das in (3a, b, ¢)
einzelne und von den kanonischen Vertauschungs-
relationen herriihrende #, 77 bzw. J gibt in den
Differentialgleichungen zu ¢-Funktionen Anlaf3,
die durch den Ansatz '

_ _ 1 _
Top {71,m, J } = exp [1; Spn— JAFJ] Sen {71, 7}
(6)
(mit 9 Spy=[n(x) Sp (x—2')n (¢') dz dz’,
JApJ = [ J (2) A (x— ') J (¢’) da da’
bei Sp=% 8 —iS und Ap=1 AV —iA)
entfernt werden.
Es ist (mit (5) entsprechender Bezeichnung)

S {fm, I} = 3

l,m,n=0

J+mtn @b ., J}
l!'m! n!

das erzeugende Funktional der ¢-Funktionen?!?
(,, Wellenfunktionen, ,,Feynman-amplitudes‘),
welche in den Nukleonenkoordinaten stetig und
in den Mesonenkoordinaten noch stetig differen-
zierbar sind. Aus (6) und (7) gewinnt man durch
Einsetzen in (3) und (4) die Differentialgleichungen
und Eigenwertbedingungen fiir die ¢-Funktionen.
Der Zusammenhang zwischen t- und ¢-Funktionen
folgt aus (6), (7) und damit aus

Cimn{Tm I}=31:3...(2¢—1) () () (&)
»,q

i (7—] SF 77)p — JAFJ)Q' Tl—p,m—p,n—zq{;/,ﬁa J}

durch (I+ m+ n)-fache funktionale Ableitung. Die
Funktional-Diflerentialgleichungen fiir die Funk-
tionale Sy, {1_7, 7, J } werden in bekannter Weise
mit den Greenschen Funktionen Sy und Ay inte-
griert; die im Sinne des Zeitmittelungsprozesses
von Gell-Mann und Low!* aufzufassenden Ober-
flichenintegrale lassen sich dann nach Feyn-

13 I.Watanabe, Progr. Theor. Phys. 10, 371 [1953].
— K. Nishijima, ebd. 10, 549 [1953]. — E. Freese,
Z. Naturforschg. S8a, 776 [1953]. — P. T. Matthews
u. A. Salam, Proc. Roy. Soc. A 221, 128 [1954]. —
W.Zimmermann, l. c.5.

14 M.Gell-Mann u.F.Low, Phys. Rev.83,350[1951].

(7)
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man'® mit Hilfe der Wellenfunktionen der freien
ein- und auslaufenden Nukleonen und Mesonen
ausdriicken, oder verschwinden, wenn keine solchen
freien Teilchen vorhanden sind. (Bei dieser Rech-
nung stellt es sich heraus, dal die Abspaltung des
Faktors in (6) nur mit den kausalen Greenschen
Funktionen sinnvoll ist.) Zerlegung dieser inte-
grierten Gleichungen gemil (7) gibt die Integral-
gleichungen!® der @-Funktionen.

Wenn die Zustinde (a| und |b) fiir {—+ + co bzw.
t—-—oo Zustinde mehrerer weit voneinander ent-
fernter aus- bzw. einlaufender einfacher oder zu-
sammengesetzter freier Teilchen sind, so wollen
wir sie ,,zerlegbare’ Zustinde nennen. Danach
sind unzerlegbare Zustinde das (wahre) Vakuum
und die Einteilchenzustinde. Allgemein setzen sich
die @-Funktionen, wie aus ihrer stérungstheoreti-
schen Entwicklung (allgemeiner ihrer graphen-
méBigen Darstellung, iiber diese vgl. insbesondere
Zimmermann?8) hervorgeht, aus Beitrigen von
zusammenhingenden und von nicht zusammen-
hingenden Graphen zusammen; die letzteren Bei-
trige sind Produkte von Beitragen nicht weiter
zerlegbarer Teilgraphen. Die Summe der Beitrige
der ersten Art heif3t die zu den Zustéanden (a| und
|by und den gegebenen Argumenten gehdérende
n-Funktion'® (diese #-Funktionen sind nicht mit
der spinoriellen Quellverteilung # (x) zu verwech-
seln). Die Beitrige der zweiten Art sind also Pro-
dukte niedererer 7-Funktionen; ihrer gibt es um
so mehr, je ,zerlegbarer die Zustédnde (a| und | b)
sind. Diese 9-Funktionen sind (bis auf die Vakuum-
n-Funktionen von zwei Argumenten) unabhingig
von der Stérungsrechnung definiert. Denn setzt
man

En{iinJ}= %

l,m,n=0

Jltmtn 77?72”{5’ n, J}
! m! n!

(8)

so folgt die Behauptung zunichst fiir die Vakuum-
Vakuum-Funktionen aus der durch einfache kom-
binatorische Uberlegung [Bestimmung der voll-
stindigen Zerlegung der Vakuum-g-Funktionen in
Vakuum-z-Funktionen und Einsetzen in (6)] zu
findenden Beziehung (der Zustand |0) ist das
wahre Vakuum)

15 R. P. Feynman, Phys. Rev. 75, 749 [1949].

16 K. Nishijima, Progr. Theor. Phys. 10, 549
[1953]. — W. Zimmermann, miindl. Mitteilung. Wir
folgen der Bezeichnungsweise von Dr. W. Zimmer-
mann.
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Too{n.n, J}

2 JAp J
= exp (nSFn— F

Die Vakuum-7-Funktionen von zwei Argumenten
°°(x]]2) und 5°°(|yy’ |) treten stets in den Kombi-

nationen
Sp (x—2) = Sp (x—2) — 1 (2]]2)
=—(0|Ty (x)y (2) | 0)
bzw.
Ae (y—y) =Ax (y—y') + 7 (yy' )
=074 (y)4 (¥') |0)

auf, welche ebenfalls von der Stérungsrechnung
unabhéngig sind. Fiir das Funktional (8) aus -
Funktionen zu nur einem unzerlegbaren, vom Va-
kuum verschiedenen Zustand, der im Matrixele-
ment rechts (als einlaufendes Teilchen) oder links
(als auslaufendes Teilchen) geschrieben werden
kann, findet man durch eine Uberlegung, die der
oben angedeuteten fiir das Vakuum-Funktional
entspricht,
Toe = Boe Too bzw. Teo = Eoo Too
Fiir zwei unzerlegbare Zustinde a und b gilt
Tap = (Eap + Eg Ep) Too

sowie, wenn a-b der aus beiden zusammengesetzte
Zustand ist,

Ta~b0 = (3.0 + an Ebo) Too
und

Toa-b_( oab+E E )T '

813

Ta-b-co = (Ea~b-co T Ea-bo Eco + Eb~c0 an

+ Ec~ao Ebo + an Ebo Eco) Too’
Ta~bc = (Ea~bc -+ Ea‘bo Eoc T Ebc an

+ Eac Ebo + an Ebo Eoc) Too

und so weiter. Auf diese Weise sind alle #-Funk-
tionen rekursiv ohne Bezugnahme auf Graphen
oder Kontraktionen definiert. Die Integralglei-
chungen der 7-Funktionen ergeben sich am ein-
fachsten unmittelbar aus der Struktur der beitra-
genden Graphen; systematisch kénnen sie durch
Zerlegung gemaf3 (8) aus den vorstehenden rekur-
siven Definitionen der E-Funktionale und den
oben erwihnten integrierten Funktional-Differen-
tialgleichungen fiir die S-Funktionale gewonnen
werden.

2. Integraldarstellung des Schwingerschen Funktionals

Im folgenden beschrianken wir uns auf Funk-
tionale zu reinen Streuzustidnden (a | und |b), d. h.
bei t - 4+ co bzw. t—>— oo sollen nur Nukleonen der
experimentellen Masse m und Mesonen der experi-
mentellen Masse » vorhanden sein. Diese Funk-
tionale lassen sich aus dem Vakuum-Vakuum-
Funktional Ty, {7}, 7, J } durch Differentiation ge-
winnen. Definieren wir ndmlich mit nur raum-
abhéngigen Spinorfunktionen %(r) und x*(r) und
einer raumabhéingigen pseudoskalaren Funktion
() unter Benutzung des nur auf die Raumkoordi-
naten wirkenden positiv definiten Operators v, =
J%*—A die Funktionale (die Operatoren sind zur
Zeit t=0 genommen, |[0) ist wieder das wahre

Fiir drei unzerlegbare Zustinde a, b und c gilt Vakuum)
" ]k;out {XH—)’ X"(-H’ C*} =(a lexp{f[x‘(-i-) y}out(—) i w'out(—) x(+) + ¥ Vm Aout(—)] dg} |0) (9a)
un .

{X‘(—)’ =),z } =0 | exp{f[tp'in“r) =) x‘(—) ,lpiu(+) +C)2 wy Ain(H)] dg} [ by (9b)
mit x‘i’@ — [ 8% (x—¥,0)fx (') dy’ und " E () =—i[y* @) ST (' —x,0)dy’,  (10a,b)
s0 folgt <a | = (0| £y {yout (), —y"ou), Y2 o, 420} und | b) = fir {38, — 4O, V2 o, 42} 0)
und daher

= — ‘outl_ (+) V) v /L
Tay {071, T} = [ SO a—y, =)y do) 5=,
tg' =+
| s sow—rnp e i | AV a—p,—0)5 do) 57
677(x’) y v g 27 > 4 E E v 6J(x’)
tgr =+ tgr =+
m[ 9 v r Q(+) ’ ’ (—) ’ ’ v ’ 4
o) @y VAo ST =51, §2(—v,—t)ydo) oy, (1)
tg =—00 to/=—oo
]/2}:)E 7 A7) (g—y, —t)a"'da,, 6J {17 n,J}
te =—00
" o 2% _ 9f() og (x)
(mit 1(2) &g @)= —L2 g (2) +f() 2o )
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Hierbei sind wie auch in (10) die S*) —und A*)-Funktionen mit der experimentellen Masse m bzw. x
gebildet und die in- und out-Operatoren zusammen mit den Integralen iiber die im Unendlichen liegen-
den Flichen wieder im Sinne des Zeitmittelungsprozesses von Gell-Mann und Low!? zu verstehen.

Lo {7—7,17, J} laBt sich aus den Gl. (3) durch Fourier-Transformation bestimmen. Dazu setzen wir
nach (A. 9) und (A. 13)

’ ‘ _ K, K,
Too {71, J} = [exp [i [ [o* fn + 70 + Jo] da] Foo{e*,@,a}d( V,;Q) d( Vg;), (12a)
. _ - K1 K, 1x
Too{g*,g,oc} =[exp [—i[[o*fn + 7o+ Ja]dx] Too{’?ﬂ?: J} d( llfn 9) d( V;ﬁ ) (12b)

mit vorerst beliebigen Kernen K, und K,. [Um diese Transformation durchfiihren zu koénnen, ist
fiir 77 (x) die zu 7 (x) adjungierte Spinorfunktion einzusetzen, die dann nicht mehr als mit 7 (x) anti-
kommutierend angenommen werden darf. Uber die Behebung dieser Schwierigkeit vgl. die Bemer-
kung im Anhang nach (A. 14a).] Aus (3) finden wir als Losung

i . 1 17 o
Foo{o* 0,0} = oo %P [z J- [E o (2) (—- bz, oa

und damit

—xﬂum+eﬂmﬁkw3%~ﬂ40@>

—H, (*B. 0, a)] dx]

. 1 . — K, o K, a
Too{n,n,J}:—Cv Jexp [¢ [ [o* By + ino + Ja + L (o*B, 0, a)] dx]d ( Vm )d( T2m ), (13)
wobei wegen 7', {O, 0, 0} =1
c p [i [ L (o* a7 d e} g (—as 13
v=lexp [i[ Lie*proa) de] d (722 a [5=) (133)

sein muB. Dies ist die Ubertragung des ,,path integral* von Feynman? auf den Fall des quantisierten
Feldes (vgl. Dyson?'?). Dal} #, 7 und J die Rolle d&ullerer Quellen spielen, ist aus (13) unmittelbar ab-
zulesen. Aus (11) erhalten wir:

— 1 * r
Tab {777 n, J} ='CTV“ f fa(mt{—f

¢ =+

J' S('H (E— E/’ _ t’) yvdo,v/ 0 (xr), 2 J’+ e>|< (xl) ‘Byv dO',,/ S(—) (ZZ' —, t;) ﬁs
; PR

—V2o, | AP (g—y,—1)8" do, (@)} exp [i [ [o*pn + im0 + Ja+ L (g* B, 0, )] dz]

ty =+

'f%)“{_it [ e*@) 8T (' —x.t)y'de,/ B, i [ ST @—y,t)y do/e (@),
5" =—00

tg? =—0

(14)

— V%4 R < A I 10 2
Vz%zoli—wd =3, — 0" do, “(”‘)}d( Tz )d( V27 )

Die Kerne K, und K, geben nach (A.19) bzw. allgemeinen asymptotische Reihen). Die formale

(A. 14) fiir das Integral nur einen konstanten Fak-
tor, der durch die Normierung (13a) eliminiert ist.

3. Formale Losung und Niherungslésungen

Die geschlossene Auswertung des Integrals (14)
ist nicht moglich. Wird jedoch der Faktor

exp [— zIHW (Q*ﬂ7 Q’ a) dx]

in die Exponentialreihe entwickelt, so 1af3t sich die
gliedweise Integration nach den Regeln des An-
hangs vornehmen (bekanntlich erhélt man durch
dieses Vorgehen bei gewohnlichen Integralen im

Aufsummierung dieser Reihe geschieht nach (A. 5)
und (A. 18). Wir leiten diese Formeln fiir den vor-
liegenden Fall nochmals her: Mit

[ 0 | _p
! ox, oxv Ty =4

2 v [ 0
= ’Lﬂ (’l}/va—xv— m) =D2
ist (y, w* und 4 sind jetzt nicht die Operatoren,
in den Exponenten wird hier und weiterhin wie im
Anhang Matrixmultiplikation benutzt)

und

17F. J. Dyson, ,,Advanced Quantum Mechanics,,*
lecture notes, 1951.
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—o* D, g]g{ ,Q,a}d

1 0 )

to9a Pz
Lo 0 S
=CXP| 954 T 4 oy 2

Die reziproken Kerne D,~! und D,™! sind Ay
bzw. — Spp. Denn %* und m enthalten infinite-
simale negativ imaginire Anteile —ie bzw. —i¢’,
die die absolute Konvergenz des Integrals (14) be-
wirken ; ohne diese Faktoren wiirde der Integrand
stets den Betrag Eins haben und trotz der raschen

Ty, {0,0,0} = d

) J‘

tyr =+

y @)y do, 87 (t' —y,t) B,

~exp [—i [ Hy (9, p, 4) da]

i [ 8 (x—y,—t)y" da, yv(x/),
[512—:73
. 1 ¢ bl 0 )
ik Cv:exP[EaT FéT+5_¢SFa—¢]

cexp [—¢ [ Hy (p, p, 4) dx] | 4=yp-5 o- (15a)
Bilden wir die Funktionale (9) statt, wie bisher
angenommen, zur Zeit t=0 zu den Zeiten ¢ = 4 oo,
so 1aBt sich auch schreiben:

1 0 o ) o
ab{O 0 0} e}\pliz (54 L]E 54 WSFW]
fa,’,=+00{ ‘P (T)’ ]rza)g A(+)}
cexp [—1 [ Hy (9, y),A) da]
.fb,ﬂ=+<12 {— y‘y(_)’ l/"*(—)a V2 Wy A(_)} IA:U':lTI 0- (16)

o qofs 8 o
jeXP [ze*ﬁ (m x. —mo)9+“79+le*ﬁn+gr1@*ﬂy59]d( T

(Dl-zx

) Dlllza) D2,
+a6Ai|d(b V2= ,d( £
D (’a_ﬁl)~l_6__.)_ O*—I—I) _1L)D / __D—l

: 1\ 1 (SA/ C 2 6w 2|0 2

Jese |3
D ) i)
=jexp[—-a21a—g*l).lg+g* ‘o5

P ~1
sy P o

= W] q {1/)*, 1/),44} 5

55| (i

—V20, [ AP (x—y,—t)0"do, A(x)}
tg' =+

1 0
<o eXP — Ay + =S¢
2 54 0A 6 y oy

—V2 (ugr

D2
( V= )

) g{y* v, 4}

547)
O yp*

P P) D 1/2 4 Dl/_
e (B oty

Oszillation das Integral unbestimmt sein. So aber
kann nach dem Grenzwert fiir e~ +0 und &’ -~ +0
gefragt werden, so dal} fiir D;=! und D,™! die
Wahl der kausalen Greenschen Funktionen zwangs-
laufig erscheint. Damit erhalten wir

[ 8P @—y,—t)y"do, y (),

lg? =+

(15)

{—2 j yV( 2’y y* do,’ 87 (¢ —1,¥) B,

f A(_) (E—‘g',—t') v dUV,A (x,)}"‘l:tp:ﬂr =0
o)

by =—

Dies aber ist die bekannte formale Aufsummie-
rung!® der Dysonschen S-Matrix-Entwicklung.

In (13) ist die a-Integration nur dann geschlos-
sen ausfithrbar, wenn in (1) die Glieder ~ 4* fort-
gelassen werden (so also in der Quantenelektro-
dynamik), und gibt dann unter Benutzung von
(A. 2) einen schon von Feynman?!® angegebenen
Ausdruck. — Die p-Integration kénnen wir nach
den Formeln des Anhangs geschlossen ausfiihren.
Dazu berechnen wir (mit m—dm=m,) wie bei
(A. 18) und (A. 19)

’1(19)

K, o

=jexp [9*/3 [— g ('i%,%~mo)—gyax4] e+ine+ ieﬁn]d( T )

= el 0 1 . 3
= exp [—17 [— D (L o P mo)—gy5A] 77] exp [Sp In [(~ 7 (z O P

=exp [ (1 + Spy;4)" Spy] exp[SpIn (1 + g Spy; 4)]

Y. Nambu (siehe K. Yamazaki, Progr. Theor.
Phys. 7, 449 [1952]). — Y. Katayama, ebd. 7, 205
[1952]. — S. Hori, ebd. 7, 578 [1952].

mo) —9g 'VsA)

19 R. P. Feynman, Phys. Rev. 80, 440 [1950].

=)

(17)
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bei der speziellen Wahl K, = (— Sgf)~12. Dies ist das
bekannte Ergebnis? fiir die erzeugende Funktion
der Ubergangsamplituden in dem pseudoskala-
ren dulleren Potential 4 (x). (Man bemerkt, dal
die sonst iibliche kanonische Transformation hier
zu einer linearen Variablentransformation im Hil-
bert-Raum-Integral wird.)

Das a-Integral in (13) ist jetzt nur noch nach
Néherungsverfahren auswertbar, welche am Schluf3
des Anhangs skizziert sind. Von diesen scheint
praktisch nur die Sattelpunktmethode gangbar;
aus (13) ist abzulesen, daf der ,,Sattelpunkt‘ eine
Losung der klassischen Feldgleichungen mit dufle-
ren Quellen ist. Des in dieser Integralformulierung
noch nicht gelésten Divergenzenproblems wegen
(die Divergenzen scheinen hier nur durch Regu-
larisierung oder, bei naherungsweiser Ausfithrung,
durch eine von der Néaherung abhéngige endliche
Renormierung beseitigbar) konnen wir die Sattel-

F (k) =

K. SYMANZIK

punktmethode nur bei der mehrzeitigen Behand-
lung von Oszillatoren anwenden, was wir kurz an-
deuten wollen.

Da Oszillatoren nur ,,gebundene Zustinde‘,
nédmlich Zustinde mit diskreten Energien, be-
sitzen, ist fiir diese ein etwas anderes Integral zu
betrachten. Wir beschrinken uns auf den einfach-
sten Fall eines Oszillators mit der Lagrange-Funk-
tion

q? %2

L=5—3

¢*—Hy(q)=Ly—Hy(q),

wobei H, (q) ein gerades Polynom sei. Dann sind
fiir ungerade Zustédnde |b) die Energiedifferenzen
gegen den Grundzustand (0| gleich den Frequen-
zen der Funktionen

fo (£) =<0 | g () | by ~ e HEv—Eat

Mit Funktionen f(t)= e~i¥t betrachtet man etwa
den Ausdruck

o] o0
JU T a@)f*@)at) eiStal[ [ a()f () dild (Ka)
—0

—x0

JeiS{a}d (Ka): [ [ }C a (t) f* (t) dt] etSotal Ofc a(t)f () dt]d (Ka)
—

wobei K ein beliebiger symmetrischer Kern und
S{a} bzw. S, {a} das mit der Feldfunktion a () ge-
bildete klassische Wirkungsintegral zu L bzw. L,
ist. (Der erste Faktor im Nenner ist proportio-
nal O, der zweite dient dazu, F (k) von der Nor-
mierung von f(t) unabhingig zu machen.) Durch
Entwicklung des Faktors e~/ #+(@dt ynd glied-
weise Integration findet man, dall im Zihler zwi-
schen f*(¢) und f(¢) der zu der vorliegenden Wech-
selwirkung gehérende Bethe-Salpeter-Kern mit
allen seinen Iterierten entsteht. (Dieser Kern ist
analog zu dem Bethe-Salpeter-Kern?' des
Zweinukleonenproblems definiert, wobei jetzt statt
Irreduzibilitdt in den beiden Nukleonenlinien die
in der einen Bosonenlinie zu verlangen ist.) Da
fo(t) der Bethe-Salpeter-Gleichung geniigt, wird
F (k) unendlich, wenn k= Ey,—E, wird. Die Aus-
wertung des Integrals nach der Sattelpunkt-
methode (unterster Ndaherung) zeigt, daB hierbei
F (k) nur dann unendlich wird, wenn die Frequenz
k in der Fourier-Zerlegung der klassischen perio-
dischen Losung oder also gleich der Oszillatorfre-

2 M. Neuman, Phys. Rev. 85, 129 [1952]. —
Y. Katayama, Progr. Theor. Phys. 7, 205 [1952]. —
K. Yamazaki, ebd. 7, 449 [1952]. — K. O. Fried-
richs, Commun. Pure Appl. Math. 6, 1 [1953]. —

, (17a)

—0

quenz oder einer der vorhandenen Oberschwingun-
gen ist. Dies scheint im Gegensatz zu der von der
WBK-Methode her bekannten Korrespondenz-
relation zwischen den klassischen Frequenzen und
den Energiedifferenzen zwischen hoch angeregten
Zustinden zu stehen, da die Matrixelemente
{b; |q(t) | b,y zwischen solchen Zustéinden nicht der
homogenen, sondern einer durch ein die Funk-
tionen (b, |7'q(¢)q(t') |0y und <0 |q(t) | b,y enthalten-
des inhomogenes Glied ergédnzten Bethe-Salpeter-
Gleichung geniigen, falls etwa der Zustand |b,)
gerader, der Zustand |b,) ungerader Paritdt ist.
Gerade dieses Ergianzungsglied wird aber in der
hier betrachteten Naherung vernachlassigt, so dafl
man das obige Ergebnis der Sattelpunktintegra-
tion als doch mit der Korrespondenzrelation iiber-
einstimmend bezeichnen kann.

4. Uber die neue Tamm-Dancoff-Methode

Werden in (9b) an Stelle der in-Operatoren Hei-
senberg-Operatoren eingesetzt und wird das echte
Vakuum (0| durch das wechselwirkungsfreie Va-

A. Salam u. P. T. Matthews, Phys. Rev. 90, 690
[1953]. — J. Schwinger, ebd. 93, 615 [1954].

21 |, E. Salpeter u. H. A. Bethe, Phys. Rev. 84,
1232 [19511.
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kuum (0;| zur Zeit t=0 ersetzt, so sind die ent-
stehenden Funktionale (die Zeitbezeichnung =0
ist wieder fortgelassen, die Frequenzanteile sind
wie in (10) bzw. durch

A® () =— [[A® (z—1, 0) A (')

+ AP (r—y,0)4 (r')] dy’
gewonnen)
By, 2. (18)

= <Of ] exp [w‘('f') x(——) + Z'(—) w("H + : 1’2 oy ‘4(+)] [a>

(a|by=[f, {Z(H: () C*} exp [_X‘(“)X

—2" (1) und (2e,)712 *(x)

+Aw)
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die erzeugenden Funktionale der von Fock?? ein-
gefithrten Wahrscheinlichkeitsamplituden und sind
gleichzeitig die Darsteller der |a) in derjenigen
Darstellung, in der die Operatoren ‘™) (x), »*" (1)
und A" (1) diagonal sind (denn der Zustand

exp [x*H-) w(—) L w'(—) x(f-) + C* Vm A(—)] | 0f>

ist Eigenzustand zu den Operatoren »') (x),
p* ) () und A () mit den Eigenwerten (1) (x),
). Die Normierung
dieser Darstellerfunktionale lautet

== 8L (19)

0 ) 0

. P1se) %) Z . ") =
e g a [ al) -k IW’W’T:}f"{Z( S L

wobei die Integrationen wie in (A. 5) bzw. (A. 18) aufgefallt sind.

Wir fithren nun [vgl. (7)] die Funktionale ein:

fab {x*’ Y4 C*, C}

=Sab{i(x'(+)_xt( ) ‘[g o o N

=(a|exp[— X*(Jr) W —) *(—) Z( .L)_:* ]/2"72 A

=Y

Z-Cm—C* @)

]- exp [w*(H x(—) + %*(—

76 (), — l

(20)

1
)—m—w;@ (x) +C* ()0 (t)}
) ) 4+ V2w, A |by.

Diese sind die erzeugenden Funktionale der einzeitigen Wellenfunktionen in der von Dyson2? be-
nutzten Zerlegung nach Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren. Fiir den Zusammenhang mit den

Funktionalen (18) folgt aus dieser Definition

fab {x*, X’C*’C} — J‘fa,‘ {x’(+)! xt/(+) :*l} exp [x*(+) Z,(—) _xtl(—) x( o
) _:*’ é"] exp [_

AR ¢
V= ) d ( vz )

27, %Y exp [(1 4 ) O —

cexp [— ) g/ F) )

'fb{x" o )C}d(x(+))d(

= I fa* {xl(

e*

) ) )
A ¢ NP | o P S E—
S Z/(_) A + A F} Zu/(_) + Z 6:1 ]

x*/(—) (xH-) + xl(-H) . (C* + é—*/) C/]

*7(— *(— 7(— —_ » ’ X,(+) x,(_) C’
Dl ey B el ali)
und damit nach (A.5) und (A. 18)
0 ) )
hades 0L Zfa‘{— R e e A =) 5o T f}-fb{x“",x‘_’,i}. (21)

Entwickelt man hier die Funktionale in Volterra-
Reihen, so gibt der Vergleich der Koeffizienten-
funktionen den von D yson?3 angegebenen bilinea-
ren Zusammenhang zwischen einzeitigen Wellen-
funktionen und Wahrscheinlichkeitsamplituden.
Fiir die Normierung der Funktionale (20) findet
man aus (21) durch leichte Rechnung:

[ Bt p %0} (22)
exp[— "7 g 4 D I £ {x*, 2. 0%, 0}

x('*') x(_) &
-d( Vy?)d(—lfn )d(y—n)z(c[a)<b]d).

Durch Zerlegung folgt hieraus die Normierung der
einzeitigen Wellenfunktionen, doch treten in dieser
divergente raumliche Integrationen auf.
Da mit dem aus (1) folgenden Hamilton-Opera-
tor H
H |a)=E,|a) und H|b)=E,|b)

gilt, erhalten wir aus (20) durch mehrfaches funk-
tionales Differenzieren:

22V. Fock, Z. Phys. 75, 622 [1932].
2 F.J. Dyson, Phys. Rev. 91, 1543 [1953].
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o - *(— . i ) ‘S
(By— By) fap {2* 1, 0% £} = j [Z @) (—iaV +p Lr =y
)

— 1 (1) (a7 + Tm)

— 27 (@) (16T V + pTm)

SYMANZIK

J
() ; P S
+ 7 (3) (— iV + fm) PN

)

075 (x) 0x™ (x)
"o l— ) 0 = 1y Lo ) 0 )
T w( 0z (x) B+ 0™ (x) P (b SO ()  oxrm@ X (z),
1 ) il ) 1 . 0 R ) N ST R
2oy 00(0) V2w 0% () | T2y ° (g)) ‘HW(_ 50w P amm P W0
0 0 i 1 ) 1 ) .
o) @) O (x) =27, 20y 0(x) J2wr 00%(x) V2o ,*(x))] i (23)

Hierbei muf3 bei H, im zweiten Ausdruck unter
Vorzeichenwechsel die umgekehrte Reihenfolge der
Operatoren fiir 4 (x) und (x) stehen gegeniiber
der in (1) angeschriebenen Reihenfolge, da der dem
Exponentialfaktor von (20) zunichst stehende
Operator durch die letzte Differentiation hervor-
gebracht wird. — Setzt man in (3) und (4a) gemil
(6) das S-Funktional ein, so 1dt sich die mehr-
zeitige Eigenwertbedingung (4a) nach (20) unter
Benutzung von (3) auch direkt in die einzeitige
Eigenwertgl. (23) iiberfithren.

Durch Entwicklung der beiden Seiten von (23)
in Volterra-Reihen erhilt man die Ausgangsglei-
chungen der neuen Tamm-Dancoff-Methode. Durch
Einfithrung zeitabhéngiger, sonst wie in (20) ge-
bildeter Funktionale, bei denen die Funktionen
%P (x,t) usw. den wechselwirkungsfreien Feld-
gleichungen geniigen, lassen sich auch die Aus-
gangsgleichungen der ,,Doppelgraphenmethode‘
von Zimmermann?!, welche die Randbedingun-
gen bei { =— 0o oder ¢=F oo beriicksichtigt, in
funktionale Gestalt bringen.

Um zu einer Einsicht in die neue Tamm-Dancoft-
Methode zu gelangen, betrachten wir die von
Heisenberg?® angegebene und der neuen Tamm-
Dancoff-Methode der Feldtheorie entsprechende
Behandlung des anharmonischen Oszillators

pZ
H=-5

q* . .
+T mit [q, p]=1.

Hierzu definieren wir

fab (, ) = (a | ei*2T 0P | by,

Durch Einfithrung der Schrédinger-Darstellung
finden wir, daB f,;, (u, v) punktweise existiert und
quadratintegrabel ist: :

%ij;b (1, ) foq (w0, v) dudv={(c|a) (b |d).

Setzen wir mit Konstanten 4 > 0 und /'> 0
imtngab mn)

_,—urAl2 —vrI2,
fan (u, v) = € | / Y m!n!

um™ ",
dann sind die Koeffizienten ¢ (m|n) der zwei-
dimensionalen Taylor-Entwicklung die mit den
Kontraktionen! gg =/ und pp = I" gebildeten ein-
zeitigen ,,Wellenfunktionen®. Fiir A/I'=1/4 stehen
sie mit den oben betrachteten Wellenfunktionen
in einfachem Zusammenhang. (Wahlt man A =
01q2|0y, I'=<0|p?|0), so folgt aus der Unschérfe-
relation A" = 1/4.) Aus f,y, (u,v) ist damit ein Kon-
vergenzfaktor herausgezogen, der einen normier-
baren ,,Ansatz‘ mit endlich vielen ¢ (m|n) ermog-
licht. Wir setzen

1 . .
.—2 - j‘j'fab (lt, U) e-—m_rhwy d'll dv — gab (Z, y)
und
Gan (2, y) AT VI — oy (3, 9),

dann ist

;/ ! ! s 5 W 9 €r Yy € Y
Sab (m I n) - l’ %J(rﬂ +1)/2 I ( z+1)/~Jj(,)m (T,-A—) Wy (T/F) kab (:L‘, y) d (V_Z) d (V_F) B

wobei ®,, (¥) die m-te normierte hermitesche Orthogonalfunktion?2? ist:
_ e %4 He, (x) . ovi[4 dam
W (X) = et T Yy =4 2a) A mr da™
Fiir h,, (2,y) findet man leicht:
. x i 1 Y c \3 L Y 14
(By— E,) hqy (%, y) = [—1?/ (—ﬂ T -"—r)—T x (— or T C—y) +ea? (—W + _3;)] hap (. y) .

ox

it

#W. Zimmermann, Nuovo Cim., 11, 577 [1954].

Funktionen der math. Physik, Springer, Berlin 1948,
%»W. Magnus u. F. Oberhettinger, Spezielle )

S. 107.
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Die in Frage stehende Methode besteht nun darin, in diese Gleichung mit dem Ansatz

m+n=N ”/7"2";[”
hay) = 3 |5

m,n=0

hineinzugehen und die 3 (N +1) (N+2) Ent-
wicklungskoeffizienten auf beiden Seiten gleich-
zusetzen. Der Differentialoperator auf der rech-
ten Seite ist nichthermitesch, und deshalb ist im
Gegensatz zum Ritzschen Verfahren bei quadrat-
integrablem % (x,y) die Konvergenz der erhaltenen
Néaherungswerte nicht gesichert. Unter Benutzung
der Schrédinger-Darstellung finden wir aber,
daB A (x,y) dem Betrage nach bei |y|— oo sogar
beliebig ansteigt und daher der obige Ansatz fiir
grofle |y|, d. h. bei Mitnahme hoher m und n, von
zweifelhafter Bedeutung ist. Es ist bedauerlich,
daB die neue Tamm-Dancoff-Methode, deren Glei-
chungen im Gegensatz zu denen der alten Tamm-
Dancoff-Methode renormierbar sind, wenigstens
bei Anwendung auf Oszillatoren so befremdende
Zige aufweist, welche die alte Methode nicht be-
sitzt.

Herrn Prof. W. Heisenberg ist der Verfasser fur
die Anregung zu dieser Arbeit und zahlreiche kliarende
Diskussionen zu grolem Dank verpflichtet. Den Her-
ren H. Lehmann und W. Zimmermann dankt er
fiir viele Diskussionen.

Anhang: Integration iiber den Hilbert-Raum

Die folgende Darstellung lehnt sich grofenteils eng
an Friedrichs® an, dessen Bezeichnungsweise wir
ubernehmen. Wir geben hier noch einige weitere For-
meln, insbesondere uber die Fourier-Tranformation im
Hilbert-Raum, iiber Funktionale komplexer Funk-
tionen und iiber die Variablentransformation in Hil-
bert-Raum-Integralen.

7 (z) und ¢ («) sind im folgenden stets reelle quadmt~
integrable Funktionen ; die Funktionen ¢, (2, ...2,) und
die dazu konjugiert komplexen Funktionen en (@ . oe2y)
seien in allen Argumenten symmetrisch. Die Koordi-
nate # kann auch einen Punkt in einem mehrdimen-
sionalen Raum darstellen. Alle Integrationen sind im
Sinne von Lebesgue aufzufassen und gehen iiber den
ganzen Raum. Geschweifte Klammern zeigen funktio-
nale Abhéngigkeit von der in der Klammer stehen-
den Funktion an. Ferner benutzen wir die Abkiur-
zungen :

In@)?de =n%; [n@)l (x)de = ni;

_[8;(1) (@, z,) da, . da,= 3;‘L(1) g 6(1?') 5

(2)
wely) e (..

Jep (@ oay)n(@y). ..y (x,) de, .. dx, = ¢, {1}.

&, {1} existiert bei ¢,* ¢, << ©. (Wir bemerken, dal
ein etwaiger unsymmetrischer Teil von ¢, (2;..2,) zu

A= (m +1)/2 =

(n+1)2

€ Y
@ (7Il I?Z) W, —]/_’ZI- (0% I(—F

£, {77} nichts beitragen wiirde.) Die Definition der
funktionalen Ableitung ist

Sy . @)t ed@ —a)—fn@)
on () 60 g >
so daf} etwa
o" e, {n} e |
B ) e B ) nle, (@0 .2p)

wird. Das Analogon zur Taylor-Reihe ist die Reihe .
von Volterra:
] s

JE (@)
fin+8= Z[ "’ finy=e 37 fin.

Wir stellen uns die Aufgabe, das Integral eines
Funktionals f {7} iiber den Raum der reellen quadrat-
integrablen Funktionen 7 (z) zu bestimmen. Von diesem
Integral [ f {5}d(n) wollen wir fordern:

a) Das Integral soll vom Integranden lmea.r ab-
hingen. Als Folge hiervon sollen fiir (auch funktionale)
Differentiation und Integration unter dem Integral-
zeichen dhnliche Regeln wie in der gewohnlichen Inte-
gralrechnung gelten.

b) Aus f{n} = 0 soll [f{n}d(n) = 0 folgen. Dies er-
laubt, Schranken fiir Integrale zu finden und die
Schwarzsche Unfrleichung zu beweisen:

[[F*mygpyd o) P= |y A ) |g{n}[2dxn)

c) Das Integrationsmal soll verschiebungsinvariant
sein:

Jrmyd ) =[fin+iyd )
mit beliebigem quadratintegrablem ¢ (z)

d) Fiir bei groBler Norm von 7 dem Betrag nach ge-
niigend stark verschwindende Funktionale f {5} soll

gelten:
)
3 (@) = {nkd

(Formal wird diese Regel erhalten, wenn in ¢) fir
{ eine J-Funktion eingesetzt wird.) Die spiter stets
auftretende exponentielle Abnahme soll ,,geniigend
stark‘ sein. Als Folge von a) und d) gilt dann die Regel
der partiellen Integration ohne Randteil.

e) Jedes quadratintegrable Funktional soll sich nach
geeigneten vollstindigen orthogonalen Funktionalen
entwickeln lassen.

f) Es soll ein Fourier-Theorem geben derart, dal,
wenn f {7} ein quadratintegrables Funktional ist,

g =[f{n}yeinsd(n/y2a)
wieder ein quadratintegrables Funktional

Jlg&Pacay=J|fnRdm/Va)<o
Jg{&yeinCacyza) =fin}

ist bis auf eine ,,Nullmenge*‘

und

in 7.
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Als wichtiges Prinzip zur Gewinnung von Integralen
fordern wir schlieB3lich:

g) Die Integration iiber den Raum von endlich vielen
Dimensionen

N N
nys = X Cymys d(n) - IT dny
r=1 p=1

soll als Spezialfall im allgemeinen Integralbegriff ent-
halten sein. (Eine mogliche Realisierung dieses Zusam-
menhanges ist

N{(X) = Ny evoy

N
=2 oy (@),
v=1

wobei die w, (x) die N ersten Funktionen eines voll-
stdndigen normierten Orthogonalsystems sind. Fiur
manche Zwecke kann es auch vorteilhaft sein, die
Funktionen durch Treppenfunktionen mit feiner wer-
dender Unterteilung ersetzt zu denken. In diesem Fall
ist der Grenziibergang aber nicht so einfach wie bei
den vollstandigen Orthogonalfunktionen zu vollziehen.
Die Entwicklung der Funktionen nach einem voll-
standigen Orthogonalsystem bedeutet den ,,Ubergang
zur Besetzungszahldarstellung‘‘. Wahlt man als Ortho-
gonalsystem ebene Wellen, so wird dieses System nur
abzahlbar durch ,,Einfithrung eines Kastens‘‘, d. h. bei
einem endlichen Definitionsbereich der Funktionen,
oder durch eine Periodizititsbedingung.)

Nach g) werden wir das allgemeine Integral durch
einen Grenziibergang von endlich vielen Variablen her
zu gewinnen haben. Jeder so gewonnene Integralbe-
griff wird die Bedingungen a) bis f) erfiillen, weil diese
fur Integrale bzw. Funktionen von endlich vielen Va-
riablen erfiillt sind. Die Moglichkeit dieses Grenziiber-
gangs ist (abgesehen von dem trivialen Fall der spite-
ren Gleichung (6)) leider nur fiir eine sehr enge Klasse
von Funktionen erwiesen, namlich fiir die Hermite-
schen Funktionen. So gelangt man zu den von Fried-
richs® betrachteten Hermiteschen Funktionalen. Auf
die wichtige Frage, ob es einen umfassenderen Integral-
begriff gibt, der a) bis f) und vielleicht g) erfiillt, gehen
wir nicht ein.

Wir suchen ein Integral, an dem der unter g) er-
wahnte Grenzibergang ausfiihrbar ist und den Wert
Eins liefert. Zur Vereinfachung wollen wir uns zunichst
auf nur vom Betrag 7> =1r? abhingige Funktionale be-
schranken. Dann konnen wir im N-dimensionalen
Raum Polarkoordinaten einfiihren, und mit dem be-
kannten Ausdruck fiir die (V-1)-dimensionale Ober-
fliche der Einheitskugel erhalten wir nach Integration
iber die Winkel mit f {n}=7(r?):

...
(N —2)2)!

Mit 2z =2 haben wir also zu fordern:

[f@2)r¥—1qar.

lim WJ(Q‘/‘I V=224 = 1.
N—>o -

Als Losung finden wir
f(x)/n) =e2g (),
wobei g (z) bei = « eine Entwicklung der Art

g@)=1+c, (Inx)=% + coa—%+ .... (a4, &...>0)
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zulaBt. Fir nur von 72 abhingige Funktionale stellen
wir also fest:

fe=nl2d (y/V2m) = 1. (A. 1)
Es ist
[[In (p2))*e—7"2d (/) 27)
2 = © bei a > 0,
= [ ()% e 12 4 nlV2m) = { B Z iy

Die Integration (1) (auf Formeln des Anhangs wird

hier mit der Nummerangabe allein verwiesen) diirfen

wir als Integration iiber den Hilbert-Raum auffassen,

da 7*= X'7,%= « offenbar keinen Beitrag zum Integral
v

gibt; genauer siehe unten unter (8).

(An dieser Stelle muf} schon auf die Wichtigkeit des
Integrationsmafles hingewiesen werden: Jedes inte-
grable Funktional scheint nur mit einem einer gewis-
sen Klasse angehorenden Integrationsmal} integrabel.
So ist z. B. bei a>0

[e=72a (an[V2n) = [e— 2 d (n[V27) = lim a¥

N—o
1 beia=1,
0 beia<1.
Auf Anderungen des IntegrationsmaBes
unten noch eingegangen.)

Um aus dem fundamentalen Integral (1) Integrale
iiber nicht nur von 7?2 abhingige Funktionale herzu-
leiten, benutzen wir die anfangs formulierten allge-
meinen Integraleigenschaften. Aus ¢) und (1) folgt

Je—u+02d (n)y2m) =1
Je=Cn—m2d (n/V27) = 512

{oo beia>1,

wird weiter

oder
Da dies eine Identitat in { ist (wir denken etwa an eine
Reihenentwicklung), kénnen wir { durch —i{ ersetzen:

feiln—u2 d (y)V2n) = e—CI2 (A. 2)

Wir definieren nach Friedrichs die Hermiteschen Poly-
nomiale:

Hey (G} = (—1)"

) 2_j ) )
(é_c>* 0l (x) 0L (x)

Die Ubereinstimmung beider Formeln 148t sich re-
kursiv beweisen; am einfachsten ist ein mehr formaler
Beweis:

He, {0y = (—i)n el’2 [ e, {n} eiCn—n%2d (n/V27) (A.4)
= [t {Z—zm =112 a (n/V2 )
= Jetnd—2a () 27) e (L}
_e—b0Ilre, (&),

12 &, {8]6C} e—Li12 = e— 10801 ¢, {2}
(A. 3)

mit

Nach (3) und (4) kénnen wir das Ergebnis der Inte-
gration eines in eine Volterra-Reihe entwickelbaren
Funktionals g{7n} wie folgt schreiben:

Tginyeilln—r2d (ny2a)=g{—id/ol}e=C12  (A.5)
— =012 e— 300150 g (il}

Ist hierin mit quadratintegrablen und ohne Einbufle
an Allgemeinheit als zueinander orthogonal angenom-
menen Funktionen g, (v), 05 (), ..,0, () speziell

g{n} = g (101> M0as - 5 MCn)s
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so laBt sich die Hilbert-Raum-Integration unter Be-
nutzung der Fourier-Transformierten von g (7o, ..,70,)
beziiglich der Variablen 7g,, ...,70, nach (2) ausfithren

und liefert das elementare Integral
ney) € 1= 12a (y/V27) (A. 6)
=e—012 [ g (u, + L0y -+ -5 Uy + iC0p)

n
Uy 7o du
.exp[—— 2'2] i 72 V2
= Ov v=1 T Oy

Nun bilden wir die Hermiteschen Funktionale:

J9 (01> Moas + + +»

e, (6= = e—C14 He, {E}

= (A.7)

17 e, L2,
[ ] 6 C
Durch partielle Integration gemiafl d) findet man:

0 bei m=+n,

[ Tem™ (&} Je,@ (&} d ¢/V27) = { (1)

“Ey @ beim = n.
(A. 8)

Dies ist die von Friedrichs® gegebene Definition von
Hilbert-Raum-Integralen. Die hier durch gewisse auf
(1) angewandte formale Operationen hergeleitete For-
mel erfiillt die Bedingung g) in der dort genannten
Realisierung des Zusammenhangs mit endlich vielen
Dimensionen, denn nach der Theorie der quadrat-
integrablen Funktionen mehrerer Verdnderlicher exi-
stiert mit

*(1)
jsn( (@)« o 2p) O, (@) . .. 04, (x,)day .. . A2y,
b {1)
=éna...0,
der Grenzwert
N N
. *(1) (2) *1), (2)
lim X ... X n, o, . .0, En, 0, .. 0, = En “En -
N—>ow &,=1 ap=1

Dadurch ist nach der fritheren Bemerkung umgekehrt
gezeigt, dall der durch (8) erklirte Integralbegriff die
Eigenschaften a) bis f) besitzt. a), ¢) und d) sind schon
benutzt worden, e) und f) werden im folgenden behan-
delt. (Wir wollen hier erwiahnen, daf3 sich Funktionale
angeben lassen, die weder die Form (6) noch (8) haben
und fur die man die Existenz eines dem obigen ent-
sprechenden Grenzwertes bei Benutzung eines be-
stimmten Orthogonalsystems zeigen kann. In (8) ist
wesentlich, dal man den Grenziibergang N — «© am
in jeder Naherung exakt bekannten Ergebnis und da-
durch unabhingig vom benutzten Orthogonalsystem
vollziehen kann.)

Durch Linearkombination lassen sich aus diesen
Hermiteschen Funktionalen allgemeinere Funktionale

{8 =2 Je, {8}
n
gewinnen, die quadratintegrabel sind, sobald
IO aENzn = Zere, <

% R. H. Cameron u. W. T
48, 385 [1947].

. Martin, Ann. Math.
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ist. Diese Funktionen ¢, konnen wir als Entwicklungs-
koeffizienten des Funktionals f {{} nach Hermiteschen
Funktionalen auffassen; sie lassen sich wie in der ge-
wohnlichen Integralrechnung aus f{{} durch Integra-
tion gewinnen:
enin} = [JE {G37{0d (€
zn {3} . C’]
Cameron und Martin?® haben gezeigt, daBl jedes
bei Zugrundelegung eines bestimmten Orthogonal-
systems (vgl. g), quadratintegrable Funktional in eine
mittelkonvergente Reihe nach Hermiteschen Funktio-
nalen entwickelt werden kann, wobei die Integration
wieder unter Benutzung eben dieses speziellen Ortho-

gonalsystems auszufiihren ist. Ein Funktional der Art
(@ >1)

V2 x)

mit

Je, {8y + Je'y {al}

wiére als nur in einer ,,Nullmenge‘*
Je, {{} verschieden anzusehen.

Durch partielle Integrationen 148t sich das folgende
Fourier-Theorem herleiten (die Fourier-Transforma-
tion im Funktionenraum ist bereits von Feynman?
benutzt worden): Ist

{8y = 2 Je, (Y20}

ein mit dem MaB d (/) #) quadratintegrables Funk-
tional, so ist

im Raum der { von

giny=Jenlf{&yd ¢V2a)=Xir Je, (Y21} (A.9a)
n
mit dem MaB d (y/) @) quadratintegrabel
JlamPa@Va)=J1i{2d ¢V r) = Zepre, < o,
(A. 9b)
und es gilt
fe=inCg{n}d (mV2a)=F{C}. (A.9¢)

Wir wollen schlieBlich darauf hinweisen, daf3 die hier
mit « bezeichnete Variable gelegentlich auch durch
die durch Fourier-Transformation damit verkniipfte
Variable k ersetzt werden kann, sofern namlich die ver-
wendeten inneren Produkte gegen dieseTransformation
invariant sind. Setzen wir bei n Dimensionen zum
Beispiel

1 — ~ -
ﬂ(x):Wje””?/(k)dk; finy =71{n},
so ist
~I"‘k'+ e—zk’z] ~~k’
of i} . f l’l( ) 6(27,,/2] FATI(E)}
on (x) e—=>0 &
1 o OF (1 (k)}
- ol o8 ST
2a)2 je R TYP
und daher bleibt
0 f{/} oF (1)
= s P
Eg 09 = [ @5 dw = fE )5 a
~ 0 ~
ECTﬁf{’}

2 R. P. Feynman, Phys. Rev. 84, 108 [1951].
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unverindert. Insbesondere gilt diese Invarianz fiir die
Funktionale komplexer Funktionen, denen wir uns
jetzt zuwenden.

Wir leiten einige Integralformeln und das Fourier-
Theorem fiir Funktionale komplexer Funktionen her.
Aus (2) folgt

7]2 é‘Z

JJ exp [—7—? + ion + ia:] d(n/V2=)d (¢[V2n)

02 o2
i

oder mit
(—o+ip)/V2=a und (o +1dg)/V2=B*
> &8 n—il
jfexp[—Fv?—r LT
ﬁ* V2 C] d(mV2m)d (LV27) = ef*,

Hierin sind « und * voneinander unabhéngig. Setzen
wir B
(n+ V2= y; (n—1i0)/V2= x*;
d(nV2a)d (&/V2n)=d(x/V=),
so wird dies

[e—rz+r'a+ 874 (%t) — eb*a, (A. 10)

Hieraus gewinnen wir fiir eine in eine Volterra-Reihe
entwickelbare Funktion f {3*, y}

) 0
TH{x* x} e x*zt2tatfz d (—ﬁ) =i {— , W]l eb*a

5/9*} (A.11)

. 5 0
= ef'%exp|—— 6/)’* f{p* u};
wobei wir in f{#*+ o a} und j{#*, a+5} die Ab-

b)
leitungen - bzw. %— als links von « bzw. f* stehend

—eﬁ’“f{ﬂ*+-§——, o‘}—e/’*o‘f{[)’* a+

und daher auf dieses wirkend denken miissen. Diese
Integrale sind bereits ihrer Definition nach gegen be-
liebige unabhingige Verschiebung von y und x* in-
variant.

Wahlen wir in (11) speziell a =—f und

Pl gy = (= Lmin gD oy o2 (o,

so entsteht bis auf einen Exponentialfaktor der Aus-
druck

*(1) 6
eb*h em(l) {W} e—h*h 5112) {B}-

Entwickelt man die hier vorkommenden Funktionen
im Sinne von g) (Besetzungszahldarstellung) nach
einem vollstindigen Orthogonalsystem, so erhélt man
zufolge

ez m—a d'u

(o) - s S,
Lu'(@) @l dan

n!
fiur den letzten Ausdruck eine abzihlbare Summe von
Produkten Laguerrescher Polynome des Arguments
Bv*By=|py > mit Zp=m. multipliziert mit gewissen
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Potenzen von f,*. Die vorstehende Formel sichert die
Symmetrie des Ausdrucks in den Indizes (1) und (2).
Die der Orthogonalititsrelation fur Laguerresche Poly-
nome entsprechende Relation ist in (21) und (22) des
Textes enthalten.

Ein weiterer Spezialfall von (11) ist

Im {* e, {x} e //d<l;:'l)

0 bei m =+ n,
~nt g -&!2) bei m = n.

(A. 12)

Fir dieses Integral ist der in g) beschriebene Grenz-
iibergang besonders leicht durchzufithren, wenn man
in der #,,{,-Ebene Polarkoordinaten einfithrt (vgl.
Schonberg?®). Aus (12) folgt, dall fir diese speziellen
Funktionale komplexer Funktionen die Funktionale

1
= gy {1} € X2
I'n!
ein vollstindiges Orthogonalsystem darstellen in dem-
selben Sinne, wie oben, vgl. (8), die Hermiteschen
Funktionale fiir die Funktionale reeller Funktionen.

Das leicht zu beweisende Fourier-Theorem lautet
jetzt: Ist

¥y e 2= X eqp{y* xy e 77
m,n

ein mit dem Mal d (}J2/z x) quadratintegrables Funk-
tional, so ist

)

Vn

] e—%*a (A. 13a)

g{a*, a} e=¥O= [f{y*, y}) e—2rtirtatia®zq (

— 6 .
=1 ()(x bk

mit dem MaB d(J2/n &) quadratintegrabel

Jg* {a, a*} g {a*, o} e—20*2d (V2[7 a)
= [*{x, x*}F {x* x} 627'7d (V2/7 %)

) 0 )
a5 |5 | et eo <

und es gilt
Jaton, oy ewemiramtera (o) =g en g e
(A. 13¢)

Wir betrachten nun die durch einen symmetrischen
linearen Operator vermittelte Anderung im (jetzt
wieder reellen) Integrationsmalfl:

= [ K (@,y)¢ (y)dy oder ("= KC.
Es folgt die lineare Transformation
‘:/!4 = Z I(‘uu Cw

(A. 13b)

ap*

mit
K., = [[o. (@) K (x,y) o, (y)de dy .

Nach g) ist .
d (©) Hd,. d¢)= II(L “

und daher (zunachst fiir endliche Dlmensionsza‘hl)

d (') = Det (Kuy) d (©)

8 M, Schénberg, Nuovo Cim. 10, 697 [1953].
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Zur Ausrechnung fithren wir am einfachsten die Eigen-
funktionen zu K ein, in denen K,, nur Diagonal-
elemente besitzt:

Det (K,,) = IT K,
=exp [X In K‘u‘u] = exp [XY (In I"),u‘u]-
" "
Durch Grenziibergang erhalten wir:
d (K{) = eSplnkK g ({). (A. 14)

Bei der Integration iiber eine komplexe Funktion yx
erhalten wir wegen d (x/)z)=d (y/V2x) d({/)27):

d (Ky) = e25pInkK q (). (A. 15)
Fiir einen Kern vom Faltungstyp in » Dimensionen
1
— | eirz—w f (k) ak
o j" i (k)

erhilt man bei Einfithrung des Periodizititsvolumens V:

~ v

K@y =K@—y) =

(A. 16)

(—92———J‘ln (f e—ikz K (2) dz) dk.

Will man also bei V— « einen endlichen Faktor ¢SpInK
haben, so ist der Faltungskern der Bedingung
[Inf(k)ydk =0
zu unterwerfen, was insbesondere lim f(k
|k] = o

tet. Dies ist das einleuchtende Ergebnis, dafl bei den
hochsten Frequenzen, die ja die unendlich vielen Frei-
heitsgrade ausmachen, das Integrationsmafl nicht ab-
gedndert werden darf. — Die Formeln (14) und (15)
lassen sich durch Reihenentwicklung und analytische
Fortsetzung fiir beliebige Kerne beweisen, wobei

InK=1In(1+(K—1))

=1 bedeu-

(K—1)? (K—1)

5 T3
zu setzen, also im Logarithmus der Hauptwert zu
nehmen ist.

Allgemeinere Variablentransformationen haben die
Form

:(K_'l)_

{' (@) =F {, x}.
Hieraus folgt
St _ oF {:’ (L‘} (55— ’
' (x) = @) - ()
oder o = K&
R Ryt O g
mi = (@, 2") = o (@) = {¢}.

Es gilt wie oben, doch jetzt mit nicht mehr konstantem
Faktor:

a (&) = eSpInK{L} d (¢) (A. 14a)

Bei der Behandlung von Fermionenfeldern werden
spinorielle Funktionen eingefiihrt, die mit sich selbst,
mit ihrer Adjungierten und mit anderen spinoriellen
Funktionen antikommutieren. (In dieser Antiver-
tauschbarkeit mit der konjugiert komplexen Funktion
liegt eine Schwierigkeit, da hieraus das identische Ver-
schwinden dieser spinoriellen Funktionen folgt. Dies
wird vermieden, wenn man diese Antivertauschbarkeit
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nicht fordert, dafiir aber eine in allen Formeln mit
Spinorfunktionen geltende Ordnungsvorschrift fiir sol-
che Funktionenpaare einfithrt. Durch diese Vorschrift,
die fiir simtliche in der Formel auftretenden Spinor-
funktionen gilt, wird erreicht, daf3 die nicht verschwin-
denden Antikommutatoren nie gebraucht werden.
Man erhilt dieselben Endformeln jedoch einfacher,
wenn man formal ohne diese Ordnungsvorschrift, da-
fir aber mit durchweg antikommutierenden Spinor-
funktionen rechnet, wie es im folgenden geschieht.)
Wir haben die Integration iiber Funktionale solcher
Funktionen zu definieren. Im folgenden unterdriicken
wir die Spinorindizes; es gelte also
4
a*/{*_[ 2 "‘u (x)xu( x)dx

ll——

P Ry,
et oy - n=1 “ (-’t) u (@) -
Ist ¢, (#,...2,) eine Funktion von n (mxt Spinorindizes

4n) Variablen, so tragt zu
e {ar = [ (@is s wloy) X (@p) « oo () oy o o dz,
nur der antisymmetrische Teil von ¢, (z,..x,) bei. Als
Ausgangspunkt dient uns wieder die Gleichung
Jemr'zd (z/V7) = 1,
deren Giltigkeit wir postulieren. Daraus folgt durch
Variablenverschiebung [vgl. (10)]

_l'e—(l'_a')(l—ﬁ) d (X/Vn) =1

oder .

Je=2* 2+t o+ 1B qd (y/Vm) = e**b.  (A.17)
Hieraus folgt wie bei (11):
T {x* g} e 1T 2+2*8d (y[Vm) (A. 18)

=f{—0/0B, 6[0a*} X'k

=e¥B [f {x + a*, x + By e— 22 d (x/Va)
+ .

— e 1 T TG (- (a )

4 o

98 oa* f{a*, B}.

Man bemerkt gegentuiber (11) einen charakteristischen

Vorzeichenwechsel. — Um die (15) entsprechende For-

mel fiir Anderungen des IntegrationsmafBes herzulei-
ten, haben wir

ikead B Y o BBy g
fersa( ) =a () fa )

fir einen hermiteschen positiv definiten (spinoriellen)
Kern zu berechnen. Am einfachsten geschieht dies
wieder durch Einfiihrung desjenigen Orthogonal-
systems, in dem K diagonal ist:

— e®*Be

P @
IC—I*sz (_/C_) = JT J‘ —y ‘Kvly dx»
V v=1 Vn

14

@ dy,
. nje‘l,,’l,,(l—l,, (K, —1) ) ——=— X
v=1 V‘T
« )
= |1+ — (K,—1)——=]ex,*,
,,:1( ” z)/i,, R 6a.,*)e #Prla,emp,=0
®
17
pe=]

—
ot

+ ()ﬂ" (I‘v - ])ﬁ ) ]3“*:/;.’=0

1 K, — ¢Splnk
1|

8

~

Il
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(Hierbei ist y,x»=y»*x»*=0 und (18) benutzt wor-
den.) Damit wird

d (Ky) = e—25plK g () (A. 19)
mit Vorzeichenwechsel gegeniiber (15). Wie dort 1406t
sich auch (19) durch Reihenentwicklung und analy-
tische Fortsetzung fiir allgemeinere Kerne beweisen.

Zur niherungsweisen Ausfiithrung von Hilbert-
Raum-Integralen liegt es ihrer Definition gemal nahe,
die Funktionen 7 bzw. y* und y nach vollstindigen
Orthogonalsystemen zu entwickeln und nur iiber etwa
die ersten N Entwicklungskoeffizienten zu integrieren.
Integrale uber die zuerst behandelten ,,Bosonenfunk-
tionale‘‘ gehen dabei in gewdhnliche N-fache Integrale
uber [vgl. (6)]. Dagegen werden Integrale iiber ,,Ferm-
ionenfunktionale‘‘ bei solcher Naherung stets ele-
mentar auswertbar. Denn ist f {y*, ¥} in (18) in eine

W. BINGEL

Volterra-Reihe entwickelbar, so mufl es den Vertau-
schungsrelationen oder Antisymmetrievorschriften zu-
folge ein Polymon hichstens N-ten (mit Spinorindizes
4 N-ten) Grades sein, so dall die Auswertung nach
(18) geschlossen moglich ist. Ist f {y*, ¥} nicht in eine
Volterra-Reihe entwickelbar, so ist doch, wie man
leicht zeigen kann, die Auswertung von (18) der Lo-
sung eines endlichen Matrizenproblems #Aquivalent.
(Der Grund fir diese Unterschiede ist, daBl Plus-
Vertauschungsrelationen im Gegensatz zu Minus-Ver-
tauschungsrelationen endliche Matrixdarstellungen be-
sitzen.)

Die andere Methode zur ndherungsweisen Auswer-
tung von Hilbert-Raum-Integralen ist die Sattelpunkt-
methode, die der Sattelpunktmethode (in unterster
Néherung) bei gewohnlichen Integralen analog ist, nur
keine so einfache Fehlerabschiatzung mehr zuliat. Sie
ist in Teil 3 des Textes angewandt.

Zur Definition der Bindungsordnung und der freien Valenz
in der Quantenchemie

Von W. BINGEL
Aus der Forschungsstelle fiir Spektroskopie in der Max-Planck-Gesellschaft, Hechingen
(Z. Naturforschg. 9a, 824—827 [1954]; eingegangen am 26. Juli 1954)

Die in einer fritheren Arbeit! gegebene Definition der Bindungsordnung wird auf den
Fall ungerader Elektronenzahl erweitert und eine Reihe von Identitdten hergeleitet, die
bei der Berechnung von Bindungsordnungen von Nutzen sein konnen. Der Begriff der
freien Valenz wird diskutiert und im Hinblick auf die Bindungsordnungsdefinition neu

definiert.

n einer fritheren Arbeit! wurden die beiden Defi-
Initionen der Bindungsordnung p fiir konjugierte
und aromatische Kohlenwasserstoffe in der ,,Me-
thode der Valenzstrukturen (valence bond me-
thod) nach Pauling, Brockway und Beach?
p2B-B- (I,8) und nach Penney3 pLerney (I,12) dis-
kutiert. Es wurde gezeigt, daBl die Paulingsche
Definition — auch bei Verwendung der in der Me-
thode der Valenzstrukturen iiblichen Néherungen
— inkonsequent ist und durch eine andere ersetzt
werden mul}. Diese neue Definition (I, 15) konnte
so gewéhlt werden, dal die mit ihr berechneten
Bindungsordnungen p,, der m-Elektronen mit
prenney jdentisch sind. Sie hat daher alle die Vor-
teile gegeniiber der Paulingschen Definition, die
die Penneysche auch hat, insbesondere deren In-
varianz gegeniiber der Auswahl des Systems linear
unabhdngiger Strukturen des betrachteten Mole-

1W. Bingel, Z. Naturforschg. 9a, 436 [1954], im
folgenden mit I bezeichnet.

kiils. Ferner lassen sich mit ihr die Bindungsord-
nungen einfacher berechnen als nach der Penney-
schen Formel (I, 12), wenn man — wie dies im all-
gemeinen geschieht — allen einfachen Austausch-
integralen zwischen néchsten Nachbaratomen im
Molekiil den gleichen Wert J gibt und alle Aus-
tauschintegrale zwischen nichtbenachbarten Ato-
men gleich Null setzt.

Die in I durchgefiihrten Uberlegungen gelten
zunichst nur bei gerader Zahl von z-Elektronen.
Wir wollen im folgenden sehen, wie diese sich bei
ungerader z-Elektronenzahl, also bei freien Radi-
kalen, gestalten. AnschlieBend werden wir die in
der Literatur gegebenen Definitionen der freien
Valenz in beiden Féllen kritisch diskutieren.

Aus (I, 13) 148t sich zunichst eine fiir das Fol-
gende wichtige Formel ableiten. Summiert man
dort iiber alle s + r, so wird

2 L. Pauiing, L. O. Brockway u. J. Y. Beach,
J. Amer. Chem. Soc. 57, 2705 [1935].
3W. G. Penney, Proc. Roy. Soc. A 158, 306 [1937].



